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Аннотация.  
Введение. Надежность строительных конструкций является одним из ключевых 
параметров объекта на всех этапах жизненного цикла. Эффективным подходом для 
анализа надежности является использование вероятностных методов строительной 
механики. Актуальной проблемой их применения на практике является неполная 
статистическая информация о расчетных параметрах проектирования.  
Цель. Исследование направлено на разработку вероятностного подхода к анализу 
надежности элементов строительных конструкций в условиях неполной статистической 
информации о случайных величинах с использованием методов восстановления 
плотностей распределения вероятностей. 
Материалы и методы. Используются непараметрические методы для восстановления 
неизвестной плотности распределения вероятностей случайных величин на основе данных 
выборочной совокупности. В связи с тем, что восстановленная функция плотности 
вероятностей имеет сложную аналитическую форму для генерации данных по методу 
обратного преобразования Н.В. Смирнова, в исследовании применяется метод выборки с 
отклонением (A/R sampling) для дальнейшего использования метода Монте-Карло в 
задаче вероятностного анализа надежности.  
Результаты. Предлагаемый алгоритм продемонстрирован на примере вероятностного 
расчета надежности элемента стержневой системы. При неполной статистической 
информации, отдельные расчетные параметры оцениваются в виде доверительных 
интервалов, что приводит к интервальной оценке вероятности отказа конструкционного 
элемента. Расчетная оценка надежности принимается по верхней границе интервала 
вероятности отказа в запас уровня безопасности.  
Выводы. Представлен численный подход к оценке надежности строительного объекта или 
его отдельного элемента при неполной статистической информации, при котором 
надежность выражается в виде интервала вероятности отказа. Если интервал вероятности 
отказа откажется слишком широким для принятия решения об уровне надежности, он 
может быть сужен путем дополнительного сбора статистической информации о 
случайных параметрах, или может быть увеличено сечение (на стадии проектирования) 
или выполнено усиление (на стадии эксплуатации) элемента конструкции. 
 
Ключевые слова: надежность, вероятность отказа, неполная информация, семплинг 
данных, непараметрическая статистика, строительные конструкции, риск, выборка с 
отклонением, вероятностное проектирование 
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Abstract.  
Introduction. Structural reliability is one of the key parameters of a building at all stages of its 
life cycle. An effective approach to reliability analysis is the use of probabilistic methods of 
structural mechanics. The actual problem of their application in practice is incomplete statistical 
information about the design parameters.  
Aim. The research is aimed at developing a probabilistic approach to analyzing the reliability of 
structural elements in conditions of incomplete statistical information on random variables using 
methods for probability distribution function recovery. 
Materials and methods. Nonparametric methods are used to recover an unknown probability 
distribution density of random variables based on data from a sample. Due to the fact that the 
reconstructed probability densities function has a complex analytical form for generating data 
using the N.V. Smirnov’s inverse transform sampling, the study uses the method of acceptance-
rejection sampling (A/R sampling) for further use of the Monte Carlo Simulation (MCS) in the 
problem of probabilistic reliability analysis.  
Results. The proposed algorithm is demonstrated by the example of a probabilistic calculation of 
the reliability of an element of a rod system. In case of incomplete statistical information, 
individual design parameters are estimated as confidence intervals, which leads to an interval 
estimate of the failure probability for a structural element. The estimated reliability is taken at 
the upper limit of the failure probability interval within the safety level.  
Conclusions. The numerical approach to assessing the reliability of a structural object or its 
individual element is presented for cases of incomplete statistical information, in which 
reliability is expressed as an interval of failure probability. If the failure probability interval turns 
out to be too wide to make a decision on the reliability level, it can be narrowed by additional 
collection of statistical data on random parameters, or the cross-section can be increased (at the 
design stage) or reinforcement (at the operational stage) of the structural element can be 
performed.   
 
Keywords: reliability, failure probability, incomplete information, data sampling, nonparametric 
statistics, structures, risk, A/R sampling, probabilistic design 
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Введение 
 
Обеспечение надежности строительных конструкций является главной задачей при 

проектировании, строительстве, эксплуатации и демонтаже зданий и сооружений. 
Согласно текущей концепции проектирования строительных конструкций, надежность 
строительного объекта считается обеспеченной, если выполняются требования (критерии) 
для всех учитываемых предельных состояний при действии наиболее неблагоприятных 
сочетаний нагрузок в течение расчетного срока службы.  

Надежность строительных конструкций может быть выражена в различных 
показателях. Наиболее распространенной метрикой надежности в задачах анализа уровня 
безопасности строительных конструкций является вероятность безотказной работы. 
Существуют различные методы расчета вероятности безотказной работы элементов 
строительных конструкций, которые в общем виде делятся на две группы - аналитические 
и численные. С учетом текущего уровня развития и перспектив вычислительных 
мощностей компьютеров, численные методы генерации данных используются в широком 
круге задач анализа надежности строительных конструкций [1].  

Существуют различные подходы к генерации данных для решения задач анализа 
надежности строительных конструкций в вероятностном контексте. Так в исследовании 
[2] используется метод латинского гиперкуба. Отмечается, что предложенный подход 
позволяет снизить затраты вычислительных мощностей до 50 % в отдельных задачах 
оценки надежности строительных конструкций. В работе [3] исследуется метод выборки 
по значимости для генерации значений случайных величин, то также позволяет повысить 
эффективность расчета по сравнению с классическим подходом по методу Монте-Карло. 

Для использования вышеуказанных подходов необходима статистическая 
информация о случайных величинах в математических моделях предельных состояний – 
функции распределения, параметры, коэффициенты корреляции и т.д. На практике, 
статистическая информация о многих случайных величинах является ограниченной [4]. 
Это означает, что, например, отдельный расчетный параметр не может быть однозначно 
описан той или иной функцией распределения, или сложность однозначной точной 
оценки коэффициента вариации расчетного параметра. В таких случаях разрабатываются 
специальные методы вероятностного анализа надежности, основанные на 
непараметрических подходах [5] или альтернативных теориях анализа данных [6]. 
Эффективная комбинация методов анализа надежности для уточнения оценки 
вероятности отказа элементов строительных конструкций при наличии в математических 
моделях случайных величин с различной степенью недостатка статистических данных 
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является актуальной научной задачей, позволяющей использовать вероятностный расчет 
надежности строительных конструкций на практике. 

 
Задачи исследования 
 
В настоящей работе предлагается исследовать вероятностный подход к анализу  

надежности элементов строительных конструкций в расчетных случаях, когда часть 
случайных величин в математических моделях не имеют полной статистической 
информации для использования классических вероятностных распределений, вследствие 
чего необходимо использовать непараметрические методы восстановления плотностей 
вероятностей данных случайных величин.  

 
Методы исследования 
 
Наиболее распространенным (и референтным для разрабатываемых методов) 

методом анализа надежности является численный метод Монте-Карло. Оценка 
вероятности безотказной работы P как меры надежности элемента строительной 
конструкции по методу Монте-Карло в общем виде производится на основе 
аналитической модели: 

 

( )  = 01 XgI
n

P ,                                                       (1) 

 
где X  – вектор случайных величин в математической модели предельного 

состояния; n – количество статистический испытаний (групп генераций значений 
случайных величин); g(.) – математическая модель предельного состояния (резерва 
несущей способности) элемента строительной конструкции. 

Генерация данных выполняется на основе известных распределений вероятностей 
случайной величины. Однако, если функция распределения вероятностей не является 
одной из широко распространенных (например, нормальное или равномерное 
распределение), то используемый программный комплекс может не иметь возможности 
реализовать генерацию данных по отдельному распределению вероятностей. В этом 
случае, как правило, используется метод обратной трансформации Н.В. Смирнова, 
заключающийся в том, что генерируются n значений равномерно распределенной 
случайной величины ui в пределах от [0; 1], а значения случайной величины в виде ix  

получают методом обратного преобразования ( )ii uFx 1−= , где F(.) – известная функция 
распределения вероятностей случайной величины. 

Если статистические данные для случайной величины являются неполными 
(отсутствует информация о функции распределения), для анализа надежности можно 
восстановить плотность вероятностей случайной величины с использованием ядерной 
оценки плотности (иначе «метод окна Парзена–Розенблатта») [7, 8]. Пусть имеется 
выборочная совокупность данных случайной величины в виде вычисленного резерва 
несущей способности элемента строительной конструкции путем статистических 
испытаний },,...,{~

21 nxxxx = . Тогда функция )(ˆ xf X  в форме оценки плотности 

вероятностей величины )(xf X  может быть записана в виде выражения: 
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где n – число испытаний/измерений случайной величины x~ ; h – сглаживающий 

параметр, называемый «ширина полосы» (bandwidth), принимаемый 0h ; K – ядро 
(ядерная функция), которое представляет собой неотрицательную функцию. 

Существуют различные виды ядерных функций К, например:  
– треугольная:  
 

( )
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– параболическая (Епанечникова): 
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 – нормальная и др. [9]. 
В связи с тем, что в строительном проектировании множество случайных величин 

имеют по форме распределение вероятностей близкое к нормальному (логнормальное, 
логистическое, распределение экстремальных значений и др.), то и в качестве ядерной 
функции зачастую применяется стандартная нормальная (гауссовская) функция в виде: 
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Для оценки сглаживающего параметра, «ширины полосы» (bandwidth), h 

распределений близких к нормальным используется следующее уравнение: 
 

xSnh =
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или правило Сильвермана [10]: 
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где xS  – среднеквадратическое отклонение выборочной совокупности данных; n – 

число данных в выборочной совокупности; IQR  – межквартильный размах: принимается 
равной разнице между 75-м и 25-м процентилями (между третьим и первым квартилями 

13 QQIQR −= ).  
В выражение для оценки плотности (2) также могут быть добавлены веса для 

выборочных значений ix , если данные были получены различными измерительными 
приборами или используется информация от различных экспертов: 
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где iw  – вес значения ix , 
=

=
n

i
iw

1
1 .  

В [11] приводится формула оценки плотности распределения случайной величины 
методом ядерной оценки при нормальной ядерной функции ( )tK  в виде: 
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Оценка параметра xS  при малой выборки также бывает затруднительна. В [11] 

приведен следующий подход к назначению среднеквадратического отклонения в случае 
малых выборок: среднеквадратическое отклонение определяют из условия: 

 

( )npdxSxfdxSxf
b
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где ( ) nnp
1

1, −= ,   – доверительная вероятность; ( )minmaxmin 22
1 xx

N
xa −

−
−=  – 

нижняя граница изменчивости случайной величины; ( )minmaxmax 22
1 xx

N
xb −

−
+=  – 

верхняя граница изменчивости случайной величины; minx  и maxx  – минимальное и 
максимальное значение в выборке },,...,{~

21 nxxxx = . 
Использование метода обратного преобразования Н.В. Смирнова для генерации 

данных по восстановленной плотности распределения (2) затруднительно, вследствие 
сложности (а в ряде случаев невозможности) аналитического приведения функции к виду 

( )ii uFx 1−= . В этом случае необходимо использовать другие методы семплирования 
данных, одним из которых является выборка с отклонением (A/R sampling). В таблице 1 
представлена демонстрация реализации алгоритма выборки с отклонением. 

 
Таблица 1 – Реализация генерации данных методов выборки с отклонением  

 
Table 1 – Data sampling by the acceptance-rejection method 

 
x  )(xhC X   )(,0 xhCu X  )(ˆ xfX  Критерий 

принятия 
значения в 
выборку 

1x  )( 1xhC X   )(,0 1xhCu X  )(ˆ 1xf X  Если )(ˆ 1xf X  > 
 )(,0 1xhCu X  – 

принять в 
выборку. Иначе – 
отклонить. 

ix +1  )( 1 iX xhC +   )(,0 1 iX xhCu +  )(ˆ 1 iX xf +  Если )(ˆ 1 iX xf +  < 
 )(,0 1 iX xhCu +  

– отклонить. 
Иначе принять. 
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Параметры в таблице 1 назначаются следующим образом: x  – значение случайной 
величины, которое генерируется в программно-вычислительном комплексе (MathCAD, 
MATLAB или аналог) по принятому известному распределению )(xhX . Вычисляется 
произведение )(xhC X , где C  – заранее подобранная константа, чтобы )(xhC X  было 
больше )(ˆ xfX . Далее генерируется случайное равномерно распределенное значение u в 
границах  )(,0 xhCu X  и вычисляется )(ˆ xfX  от заданного распределения. Если имеется 
объем выборки n значений, в таблице необходимо выполнить расчет для каждого 
значения 1x , 2x , …, nx . В таблице 1 i=1, 2, …, n – 1. 

На рис. 1 приведена реализация алгоритма в графической интерпретации. 
 

 
 

Рисунок 1 – Графическая интерпретация алгоритма генерации данных методом 
выборки с отклонением 

 
Figure 1– Graphical interpretation of the data generation algorithm by acceptance-rejection 

sampling  
 
Из рисунка 1 видно, что эффективность алгоритма будет тем выше, чем ближе 

подобрана плотность распределения вероятностей )(xhC X  к восстановленной плотности 
распределения случайной величины )(ˆ xfX .  

Принятые в выборку случайные величины по вышеприведенному алгоритму 
попадают в вектор X в выражении (1) и используются для оценки вероятности 
безотказной работы элементов строительных конструкций по частоте. 

 
Результаты исследования 
 
Рассмотрим задачу вероятностной оценки надежности стального элемента 7–9 

стержневой системы, представленной на рис. 2. 
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Рисунок 2 – Расчетная схема стержневой системы 
 

Figure 2 – Design scheme of the rod system 
 

За критерий предельного состояния прием достижение нормальным напряжением в 
элементе предела текучести стали ult . Математическая модель предельного состояния 
может быть записана в виде: 

 
 

0
829,2414,1 21 

+
−=

A
PP

g ult ,                                      (11) 

 
где ult  – предельное напряжение, соответствующее пределу текучести стали; 1P  и 

2P  – нагрузка на стержневую систему в виде сосредоточенных сил; A  – площадь 
поперечного сечения элемента. 

Пусть по результатам неразрушающего контроля прочности стали элемента 7–9 
стрежневой системы получена ранжированная выборка значений предела текучести 

 270,265,259,255,253,250,249,248,242,234ult  МПа. 
Функции распределения и их параметры для других случайных величин в 

математической модели предельного состояния (11) приведены в таблице 2. 
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Таблица 2 – Подбор функции распределения вероятностей предела текучести стали 
по контрольным группам  

 
Table 2 – Selection of the cumulative distribution function of the yield strength of steel by 

control groups 
 

Случайная 
величина 

Распределение 
вероятностей 

Параметры Среднее 
значение  

Стандартное 
отклонение 

Сосредоточенная 
сила 1P  

Нормальное 1201 =Pm  кН; 
101 =PS  кН 

120 кН 10 кН 

Сосредоточенная 
сила 2P  

Гумбеля 56,782 =P  кН; 
50,22 =P  кН 

80 кН 3,2 кН 

Площадь 
поперечного 
сечения A 

Равномерное a = 18 см2; 
b = 19 см2 

18,5 см2 0,288 см2 

Предельное 
напряжение ult  

Непараметрическое 
(ядерная 
плотность) 

5=h  МПа 
С = 1,4 

252,5 МПа 10,0 МПа 

 
Для предельного напряжения примем метод выборки с отклонением для генерации 

значений случайной величины. В качестве функции )(xhX  принято нормальное 
распределение с математическим ожиданием 250 МПа и среднеквадратическим 
отклонением 14 МПа. На рис. 3 показано, что при коэффициенте С = 1,4, принятое 
распределение полностью закрывает восстановленную плотность вероятностей )(ˆ xfX . 
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Рисунок 3 – Реализация метода выборки с отклонением для генерации данных 
предела текучести стали: а) графики функций восстановленной плотности вероятностей 

)(ˆ xfX  и принятой для реализации метода )(xhC X ; б) гистограмма сгенерированных 
значений 

 
Figure 3 – Implementation of the acceptance-rejection sampling for data sampling of yield 

strength of steel: a) graphs of the functions of the recovered probability density )(ˆ xfX  and the 
for A/R sampling )(xhC X ; b) a histogram of the simulated values 

 
Из рисунка 3 видно, что площадь под графиком функции )(ˆ xfX  составляет порядка 

70 % от площади под графиком )(xhC X .  
При расчетных параметрах случайных величин по таблице 2, вероятность 

безотказной работы элемента составит P=0,995196. Вероятность определена по частоте – в 
выборку принято 71394 значений, отказ произошел в 343 случаях из 71394. 

В ряде практических задач при неполной статистической информации, значения 
параметров по примеру таблицы 1 представляются в виде доверительных интервалов [12]. 
В этом случае для каждого случайного параметра необходимо выполнить генерацию 
данных по нижней граничной функции распределения и по верхней. Вероятность 
безотказной работы также будет оцениваться по наилучшему (принимается верхняя 
граница распределения вероятностей для параметров несущей способности – площадь 
сечения, прочность и др., и нижняя граница для параметров нагрузки) и наихудшему 
сценариям. Вероятность безотказной работы на основе наилучшего и наихудшего 
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сценария будет представлена также в виде интервала  PPP , . Более подробная 
информация об алгоритме оценки надежности в интервальной форме приведена в работах 
[13, 14 и др.]. 

 
Выводы 
 
1. Численное выражение надежности в виде вероятности безотказной работы 

позволяет проводить сравнительный анализ технических решений строительных 
конструкций по критерию уровня безопасности; 

2. Одним из наиболее распространенных подходов к оценке вероятности 
безотказной работы в теории надежности строительных конструкций является метод 
Монте-Карло. Генерация статистических данных по методу Монте-Карло в случае 
неклассических функций распределения вероятностей случайных величин, например, при 
восстановленной плотности распределения вероятностей непараметрическими методами, 
затруднительна. Представленный в статье алгоритм выборки с отклонением позволяет 
решить проблему использования метода генерации данных для сложных распределений; 

3. В практических задачах вероятностного анализа надежности статистические 
параметры случайных величин оцениваются в виде доверительных интервалов. В этом 
случае необходимо выполнять генерацию данных по граничным функциям распределения 
вероятностей для каждой случайной величины, а оценка надежности в виде вероятности 
безотказной работы будет представлена в виде интервала  PPP , . Если интервал 
вероятности отказа откажется слишком широким для принятия решения об уровне 
безопасности, он может быть сужен путем дополнительного сбора статистической 
информации о случайных параметрах, или может быть увеличено сечение (на стадии 
проектирования) или выполнено усиление (на стадии эксплуатации) элемента 
конструкции. 
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